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СИНТЕЗ СИГНАЛОВ РЯДАМИХААРА 
ПРОИЗВОЛЪНОЙРАЗМЕРНОСТИ 

Получены сооmошеЮIЯ для быстрых обратных преобразований Хаара, не зависящих 
от способов разложеЮIЯ числа вводных отсчетов сигнала на множител.и, которое 
может бьnъ как составным: так и пpoCThiM числом. ~ 

Современные эффекrивные алгориrмы сжатия данных базируются в ос­
новном на методах вейвлет-преобразований, основу которых составляет 

массичес~й ортогональный базис Хаара [ 1]. Поэтому развитие теории и 
пракrики анализа и синтеза сиrналов в обобщенной системе кусочно~ 

постоянных функций базиса Хаара является актуальным:. 
Известны эффекrивные методы анализа и синтеза сигналов в дискрет­

ном базисе Хаара, nозволяющие существенно уменьшить число вычисли­

тельных операций для прямых и обратных иреобразований [2]. Однако число 
входных отсчетов сигнала при этом должно быrъ кратно целой степени чис­

ла 2, что снижает функциональные возможности таких преобразований. В (3] 
nолучены формулы, позволяющие осуществлять быстрое прямое дискретное 

преобразование Хаара, не накладывая ограничений на число входных отсче­

тов сигнала, которое может бьrrь как соста~ным, так и простым числом. По­

кажем, что эти ограничения также М()rут быть сняты для qюрмул быстрого 

обратного преобразования. 

Синтез сигналов в системе дискретных базисных функций Хаара закто­

чается в вычислении i-го отсчета функции в дискретной точке по выраженшо 
1 

(1) 

где CmJ- коэффициенты; Хт;·- функции, а N- размерность базиса Хаара. 

Используя равенство k = 2m-t, перейдем в выражении (1) от двойной ну­
мерации коэффициентов в функций ·хаара к простой и запишем систему 

уравнений для нахождения коэффициентов Хаара или дискретных значений 
сигнала при N = 4: 

С1 + Cz + Сз ...J2 = d1 , 
С1 - Cz - С4 ...J2 = dз , 

С1 + С2- Сз ...J2 = dz , 
Ct - Cz- С4 .../2 = d4, (2) 

где d1 , .. . , d4 - значения сигнала в дискретных точках; с, , . .. , С4 - коэф­
фициенты Хаара. 
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При добавлении отсчета сигнала ds первое уравнение системы (2) разби­
в. .ется на два: Ct + С2 + Сз v2 + 2Cs = dt, Ct + С2 + Сз v2 - 2С5 = d5• Добавление 
01. счета сигнала d6 . разбивает соответственно второе уравнение системы (2) · 
на два: Ct + С2- Сзv2 + 2С6= d2, С1 + С2- Сзv2- 2С6 = d6 • 

Таким образом, системы уравнений при N = 5 и при N = 6 будут выгля­
деть следующим образом: 

<С1 +С'2 +C3J2 +2С5 = d1 >М 
Ct +С2 -Сз/2 = d2 

cl-C2-c4Ji=dз У 
С1 -С2 -C4 .J2 = d5 

<С1 +С2 +С3/2- 2С5 = d5 >М 

(3) 

• 
Введем понятие первого базового вектора данных N1 , определив его по 

отношению к числу N исходных входных отсчетов сигнала I<ак N1 • = 2п, rде 

n = 1, 2, ... (2n < N), nричем n должно давать min Ц (N/2n); Ц (·)-целая 
часть выражения в скобках. Второй базовый вектор N2 .. = 2N1 • равен у дво­
еиному значению пер.вого. 

Анализ систем (З), .n6казывает, что число уравнений, оnределяющих ис­
ходные отсчеты сигнала, представляют собой две группы: Jvf вычисляются по 

• , формулам обратного преобразования для базового вектора N2 и У, которые 
. . 

определяются по соответствующим форму лам д.ТIЯ базового вектора N1 • 
. . 

Значения М и У определим I<aiC У= N2 - N, Nf = N- У. 

Изобразим в виде строк матрицы значения совпадающих восстановлен­

ных отсчетов при добавлении пятого, шестого, седьмого и восьмого отсчета 

соответственно: 

dt d2 dз d4 ds d6 d7 ds (N= 8), 
dt ds d2 d6 ds dз d, (N= 7), 

dt ds d2 dб (N= 6), 
dt ds (N= 5). 

Между элеметами верхней строки этой матрицы и соответствующими 
элементами нижних строк стоит знак равенства. Переrруппируем элемекrы 

сrрок матрицы следующим образом: 

длЯ N = 7 d1 d2 dз ds d2 d4 d6 d1 ds, d1 d2 dз ds d6 d1, 

длЯ 1v = 6 dt dз d2 d4, 

и дЛЯ N = 5 d1 d2, 
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Тогда можно заnисать формулу, по которой по N2 • считаются отсчеrы . . . ' 
Pj, где j = 1,2, ... , k, k + У+ 1, ... , N, а k = Nf/2. 

Формула, по которой по N.1 счиrаются отсчеты Pj имеет вид: Pi' 

где}= (k* + 1), ... , (k* +У). 
Для формул обратного иреобразования Хаара, когда N кратно степени 

два, значение соответствующих индексов i вычисляется как: 

• • • 
i i== 2} -1, где}::; 1, 2, .. . , k и i = 2} -N2 , когда}= (k +У+ 1), .. . , N . . (4) 

Таким образом фор~tулы сmпеза исходных отсчетов сигнала заiШшуrся 

в виде: 

Р{ = Al+Q + СнQ(-1);н, k = 2(JogN-t) + 1), 

а индексы i и j определяют соответствие значений отсчетов об~IЧных иреоб­
разований (индекс i) и когда число входных отсчетов принимает mобое зна­
чение (индекс}). 

Выполним все необходимые предварительные вьiЧисления для реализа­

ции быстрого алгоритма }И Для этого запишем промежуточные обобщен­
ные сумы А; в виде: 

/ 

4 · = Co+C ... (-l)i где i =О 1·· 
• 1 .:. ' ' 1 

Ai = Ak-з+Ck(-1), где i = 2, З, . . . ,(N- 4), k = Ц(i/2) + 2. 

Соответственно для. выражения (4) должно быть: l = (N/2 - 2); О= 
=Ц((i + 1)12)- 1. В свою очередь козффициекr~~должны быть С~}нормирова­

ны, т. е. 

m- 1 

ck =с" 2 2 
, 

где т= 2, 3, ... , (log N), а k =(2m-!+ 1), ... , 2m. 
П&н•мер. Пусrь число входных отсчетов сиrнала и, соответственно, чис­

ло коэффициеiПов Хаара N = 6. 
1. Определим первый базовый вектор как N1"'= 22 = 4, т. к. min Ц(N/2n) да­

ет n = 2. Второй базовый вектор N2• = 2N1 • = 8. 
2. Вычислим У= N2·- N = 8-6 = 2; А1 = N- У= 6- 2 = 4~ k. = А-1/2 == 2. 

- Таким образом по N2• считаются отсчеТы Р1, где}::: l, 2, ... k·, (k. +У+ 1), ... , 
j\j т.е.j = l, 2, 5, 6 . По N1• считаются Р1, где}= (k. + 1), ... , (k. + 1'), т.е. j = 3, 4. 

Выполним все необходимые nромежуточные вьiЧисления для быстрого . .. 

обратного преобразования для N2 , т. е. для восьми точек. 
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Со+ С2 = Ао и Со- С2::: At , т. к. Ai =Со+ C2(-IY, где i =О, 1. 
Ck ::;:;: Ck, где т = 2, а k = 3, 4, т. е. 
С3 = C3...J2~ С4 = C4...J2; Cs + С5*2 и С6 + С6*2, где т= 3, а k = 5, 6, 7, 8. 
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А;= А~з + Ck(-1);, rде i = 2,3, .. . , (N- 4), k = Ц(i/2) + 2, 
А2=Аз-з+ Сз(-1)2=Ао+ Сз= Со+ С2+ Сз. 
Аз=Аз-з+ Сз(-1)3=Ао- Сз= Со+ С2- Сз. 
А4=А4-з+ C4(-1)4=At + С4= Со- С2+ С4. 
Восстановленное значение сигнала в первой точке будет равно: 

Р/ = At-+Q + СнQ(-l)н\ причем i = 2}- 1, когдаj = 1, 2, ... , k• и i = 2 - N2· , 
• 

коrдаj = (k +У+ 1), .. . , N. 
Pt1 = А2+0 + Cs+0(-1)2 = А2 + Cs =Со+ С2 + Сз + Cs, т. к. l = (8/2- 2}, 
Q = Ц ( ( 1 + 1 )/2) - 1 == О, k = i 1

ogN-
1
) + 1 = 5. 

Еслиj = 2, то i = 3 и соответственно Р/ = А2+1 + Cs+I(- 1)3
+' =Аз + С6 = 

=А о - Сз + Сб = Со+ С2 + Сз + Сб. 
Korдaj = 5, то i = 2 и, соответственно, Р/ = А2+<> + Cs+0(-1)2

+1 = А2- Cs = 

=А о + Сз - Cs = Со + С2 + Сз - Cs. 
При}= 6, i = 4 и значение воссrановленной точки равно Р/ = А2н + С5+ 

+1(- 1)<4+0 =Аз- Сб = Ао - Сз- Сб =Со+ С2- Сз- Сб. 
По N1• считаются Р;·, rде j = 3, 4, т.е. необходимо въmолнить обратное 

иреобразование Хаара для четЬiрех точек и взять восстановленное значение 

только в точках 3 и 4. 
В nриведеином DpИI\·tepe значения: восстановленных отсчет~в полностью 

соответствуют значениям правой части системы уравнений (3). · 
Таким обраЗОl\1, полученные в работе выражения позволяют осуществ­

лять быстрОе . .;обратнсiе дискретное преобразование Хаара, не накладывая 
ограничений на число входных отсчетов сигнала, которое может бьrrь как 

составным, так и простым числом: По существу, эти преобразования реали­

зованы в обобщенной системе Хаара, когда соответствующие двоичные от­

резки существования функций Xt~apa не равны друг другу. 
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